
𝑥𝑥جواب عمومی معادله دیفرانسیل زیر را در همسایگی نقطه  .  1 =  به ازاي ریشه بزرگتر معادله شاخص به دست آورید.    0

𝑥𝑥2(1 + 𝑥𝑥)𝑦𝑦′′ + 𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 4)𝑦𝑦′ + 4𝑦𝑦 = 0                                                                                                                                                      

𝑦𝑦′′ +
𝑥𝑥 − 4

𝑥𝑥  (1 + 𝑥𝑥)𝑦𝑦
′ +

4
𝑥𝑥2(1 + 𝑥𝑥)𝑦𝑦 = 0 

𝑝𝑝(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥 − 4

𝑥𝑥  (1 + 𝑥𝑥)            ⇒            𝑥𝑥 𝑝𝑝(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥 − 4
1 + 𝑥𝑥

          ⇒         𝑝𝑝0 = −4        

𝑞𝑞(𝑥𝑥) =
4

𝑥𝑥2(1 + 𝑥𝑥)           ⇒           𝑥𝑥2 𝑞𝑞(𝑥𝑥) =
4

1 + 𝑥𝑥
         ⇒         𝑞𝑞0 = 4    

𝑟𝑟(𝑟𝑟 − 1) + 𝑝𝑝0 𝑟𝑟 + 𝑞𝑞0 = 0      ⇒      𝑟𝑟(𝑟𝑟 − 1) − 4 𝑟𝑟 + 4 = 0      ⇒      𝑟𝑟2 − 5 𝑟𝑟 + 4 = 0      ⇒       𝑟𝑟1 = 4,     𝑟𝑟2 = 1         

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥4�𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

= �𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛+4
∞

𝑛𝑛=0

                     𝑦𝑦′ = �(𝑛𝑛 + 4) 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛+3
∞

𝑛𝑛=0

                𝑦𝑦′′ = �(𝑛𝑛 + 3)(𝑛𝑛 + 4) 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛+2
∞

𝑛𝑛=0

 

𝑥𝑥2(1 + 𝑥𝑥) �(𝑛𝑛 + 3)(𝑛𝑛 + 4) 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛+2
∞

𝑛𝑛=0

+ 𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 4) �(𝑛𝑛 + 4) 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛+3
∞

𝑛𝑛=0

+ 4 �𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛+4
∞

𝑛𝑛=0

= 0 

�(𝑛𝑛 + 3)(𝑛𝑛 + 4) 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛+4
∞

𝑛𝑛=0

+ �(𝑛𝑛 + 3)(𝑛𝑛 + 4) 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛+5
∞

𝑛𝑛=0

+ �(𝑛𝑛 + 4) 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛+5
∞

𝑛𝑛=0

− 4 �(𝑛𝑛 + 4) 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛+4
∞

𝑛𝑛=0

+ 4 �𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛+4
∞

𝑛𝑛=0

= 0 

�[(𝑛𝑛 + 3)(𝑛𝑛 + 4) − 4(𝑛𝑛 + 4) + 4] 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛+4
∞

𝑛𝑛=0

+ �[(𝑛𝑛 + 3)(𝑛𝑛 + 4) + (𝑛𝑛 + 4)] 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛+5
∞

𝑛𝑛=0

= 0 

�[(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 + 4) + 4] 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛+4
∞

𝑛𝑛=0

+ �(𝑛𝑛 + 4)2 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛+5
∞

𝑛𝑛=0

= 0 

𝑛𝑛 + 5 = 𝑚𝑚 + 4       ⇒          𝑛𝑛 = 𝑚𝑚− 1 

�[(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 + 4) + 4] 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛+4
∞

𝑛𝑛=0

+ �(𝑛𝑛 + 3)2 𝑎𝑎𝑛𝑛−1 𝑥𝑥𝑛𝑛+4
∞

𝑛𝑛=1

= 0 

�{[(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 + 4) + 4]𝑎𝑎𝑛𝑛 + (𝑛𝑛 + 3)2 𝑎𝑎𝑛𝑛−1} 𝑥𝑥𝑛𝑛+4
∞

𝑛𝑛=1

= 0 

[(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 + 4) + 4]𝑎𝑎𝑛𝑛 + (𝑛𝑛 + 3)2 𝑎𝑎𝑛𝑛−1 = 0             ⇒          𝑎𝑎𝑛𝑛 = −
(𝑛𝑛 + 3)2

𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛
  𝑎𝑎𝑛𝑛−1 = −

(𝑛𝑛 + 3)2

𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 3)  𝑎𝑎𝑛𝑛−1 = −
𝑛𝑛 + 3
𝑛𝑛

  𝑎𝑎𝑛𝑛−1   

                                                                                                   ⇒           𝑎𝑎𝑛𝑛  = −(1 +
  3 
  𝑛𝑛 

)  𝑎𝑎𝑛𝑛−1                𝑛𝑛 = 1,2,3, … 

𝑎𝑎1 = −4  𝑎𝑎0 

𝑎𝑎2 = −
5
2

  𝑎𝑎1 = −
5
2

 (−4) 𝑎𝑎0 = 10 𝑎𝑎0  

𝑎𝑎3 = −2  𝑎𝑎2 = −2 (10) 𝑎𝑎0 = −20 𝑎𝑎0  

𝑎𝑎4 = −
7
4

  𝑎𝑎3 = −
7
4

 (−20) 𝑎𝑎0 = 35 𝑎𝑎0  

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥4�𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

               ⇒                𝑦𝑦 = 𝑎𝑎0 𝑥𝑥4(1− 4 𝑥𝑥 + 10 𝑥𝑥2 − 20 𝑥𝑥3 + 35 𝑎𝑎0 𝑥𝑥4 + ⋯ ) 



𝑦𝑦با استفاده از تغییر متغیر  . 2 = 𝑢𝑢
𝑥𝑥

 .معادله دیفرانسیل زیر را حل کنید    

𝑥𝑥 𝑦𝑦′′ + 3 𝑦𝑦′ + 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,                             

                      

𝑦𝑦 = 𝑢𝑢
𝑥𝑥

              ⇒             𝑦𝑦′ = 𝑢𝑢′𝑥𝑥−𝑢𝑢
𝑥𝑥2

                 ⇒             𝑦𝑦′′ = �𝑢𝑢′′𝑥𝑥+𝑢𝑢′−𝑢𝑢′� 𝑥𝑥2−2𝑥𝑥(𝑢𝑢′𝑥𝑥−𝑢𝑢)
𝑥𝑥4

= 𝑢𝑢′′ 𝑥𝑥3−2𝑥𝑥(𝑢𝑢′𝑥𝑥−𝑢𝑢)
𝑥𝑥4

= 𝑢𝑢′′ 𝑥𝑥2−2(𝑢𝑢′𝑥𝑥−𝑢𝑢)
𝑥𝑥3

               

𝑥𝑥 𝑦𝑦′′ + 3 𝑦𝑦′ + 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0         ⇒             
𝑢𝑢′′ 𝑥𝑥2 − 2(𝑢𝑢′𝑥𝑥 − 𝑢𝑢)

𝑥𝑥2
+ 3 

𝑢𝑢′𝑥𝑥 − 𝑢𝑢
𝑥𝑥2

+ 𝑢𝑢 = 0   

                                                   ⇒              𝑥𝑥2 𝑢𝑢′′ − 2 𝑥𝑥 𝑢𝑢′ + 2𝑢𝑢 + 3 𝑢𝑢′𝑥𝑥 − 3𝑢𝑢 + 𝑥𝑥2 𝑢𝑢 = 0 

                                                   ⇒              𝑥𝑥2 𝑢𝑢′′ + 𝑥𝑥 𝑢𝑢′ − 𝑢𝑢 + 𝑥𝑥2 𝑢𝑢 = 0 

                                                   ⇒              𝑥𝑥2 𝑢𝑢′′ + 𝑥𝑥 𝑢𝑢′ + (𝑥𝑥2 − 1) 𝑢𝑢 = 0 

𝑝𝑝 = 1 ∈ ℤ              ⇒              𝑢𝑢(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐1  𝐽𝐽1(𝑥𝑥) +  𝑐𝑐2  𝑌𝑌1(𝑥𝑥)   

                                  ⇒              𝑦𝑦(𝑥𝑥) =
𝑐𝑐1
𝑥𝑥

  𝐽𝐽1(𝑥𝑥) +  
𝑐𝑐2
𝑥𝑥

  𝑌𝑌1(𝑥𝑥)   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 مطلوب است محاسبه موارد زیر: . 3

 (الف) 

 𝐿𝐿−1{𝑒𝑒−2𝑠𝑠  𝑙𝑙𝑙𝑙 (
𝑠𝑠2 + 1
𝑠𝑠2

)} 

 

𝐿𝐿−1{𝑒𝑒−2𝑠𝑠  𝑙𝑙𝑙𝑙 (
𝑠𝑠2 + 1
𝑠𝑠2

)} = 𝐻𝐻(𝑡𝑡 − 2) 𝑓𝑓(𝑡𝑡 − 2) 

𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝐿𝐿−1 �𝑙𝑙 𝑛𝑛 �
𝑠𝑠2 + 1
𝑠𝑠2 ��      ⇒        𝐿𝐿{𝑓𝑓(𝑡𝑡)} = 𝑙𝑙 𝑛𝑛 �

𝑠𝑠2 + 1
𝑠𝑠2 �         ⇒          𝐿𝐿{𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡)} =

−𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 𝑙𝑙𝑙𝑙 (
𝑠𝑠2 + 1
𝑠𝑠2

) 

 

                                                        ⇒          𝐿𝐿{𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡)} =
−𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

[𝑙𝑙 𝑛𝑛(𝑠𝑠2 + 1) − 2 ln(𝑠𝑠)] = −
2𝑠𝑠

𝑠𝑠2 + 1
+ 2

1
𝑠𝑠

 

                                                        ⇒          𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡) = 2𝐿𝐿−1 �
1
𝑠𝑠�
− 2𝐿𝐿−1 �

𝑠𝑠
𝑠𝑠2 + 1�

 

                                                        ⇒          𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡) = 2 − 2 cos (𝑡𝑡) 

                                                        ⇒          𝑓𝑓(𝑡𝑡) =
2(1 − cos(𝑡𝑡))

𝑡𝑡
 

 

⇒        𝐿𝐿−1{𝑒𝑒−2𝑠𝑠  𝑙𝑙𝑙𝑙 (
𝑠𝑠2 + 1
𝑠𝑠2

)} = 𝐻𝐻(𝑡𝑡 − 2) 
2(1 − cos(𝑡𝑡 − 2))

𝑡𝑡 − 2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 (ب)

� 𝒆𝒆−𝒕𝒕   
(𝟏𝟏 − 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝒕𝒕)

𝒕𝒕
  𝒅𝒅𝒅𝒅

∞

𝟎𝟎
 

𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−𝑡𝑡  (1− 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑡𝑡) 

𝐹𝐹(𝑠𝑠) = 𝐿𝐿{𝑒𝑒−𝑡𝑡  (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑡𝑡)} =
1

𝑠𝑠 + 1
−

𝑠𝑠 + 1
(𝑠𝑠 + 1)2 + 1

 

�   
𝑓𝑓(𝑡𝑡)
𝑡𝑡

  𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

𝑡𝑡=0
= �   𝐹𝐹(𝑠𝑠)  𝑑𝑑𝑠𝑠

∞

𝑠𝑠=0
                   ⇒                  � 𝑒𝑒−𝑡𝑡   

(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑡𝑡)
𝑡𝑡

  𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

𝑡𝑡=0
= �

1
𝑠𝑠 + 1

−
𝑠𝑠 + 1

(𝑠𝑠 + 1)2 + 1
  𝑑𝑑𝑠𝑠

∞

𝑠𝑠=0
 

                                                                                                                                                   = �
1
𝑢𝑢
−

𝑢𝑢
𝑢𝑢2 + 1

  𝑑𝑑𝑢𝑢
∞

𝑢𝑢=1
                 (𝑢𝑢 = 𝑠𝑠 + 1) 

                                                                                                                                                   = [𝑙𝑙𝑛𝑛(
𝑢𝑢

√𝑢𝑢2 + 1
)]  
𝑢𝑢=1
∞  

                                                                                                                                                   = 𝑙𝑙𝑛𝑛(1) − 𝑙𝑙𝑛𝑛(
1
√2

) 

                                                                                                                                                   =
𝑙𝑙𝑛𝑛(2)

2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



    زیر را بیابید:جواب مساله مقدار اولیه  .  4

2 𝑦𝑦′ = −𝑦𝑦 + 𝑒𝑒𝑥𝑥 − � 𝑒𝑒(𝑥𝑥−𝑡𝑡)
𝑥𝑥

0
  𝑦𝑦′(𝑡𝑡)  𝑑𝑑𝑑𝑑,                                      𝑦𝑦(0) = 1 

⇒     2𝐿𝐿{𝑦𝑦′} = −𝐿𝐿{𝑦𝑦} + 𝐿𝐿{𝑒𝑒𝑥𝑥} − 𝐿𝐿 �� 𝑒𝑒(𝑥𝑥−𝑡𝑡)
𝑥𝑥

0
  𝑦𝑦′(𝑡𝑡)  𝑑𝑑𝑑𝑑� 

⇒     2 (𝑠𝑠 𝑌𝑌(𝑠𝑠) − 1) = −𝑌𝑌(𝑠𝑠) +
1

𝑠𝑠 − 1
− 𝐿𝐿{𝑒𝑒𝑥𝑥} 𝐿𝐿{𝑦𝑦′(𝑥𝑥)} 

⇒     2 (𝑠𝑠 𝑌𝑌(𝑠𝑠) − 1) = −𝑌𝑌(𝑠𝑠) +
1

𝑠𝑠 − 1
−

1
𝑠𝑠 − 1

( 𝑠𝑠 𝑌𝑌(𝑠𝑠) − 1) 

⇒     �2 𝑠𝑠 + 1 +
𝑠𝑠

𝑠𝑠 − 1
�𝑌𝑌(𝑠𝑠) =

1
𝑠𝑠 − 1

+
1

𝑠𝑠 − 1
+ 2 

⇒     (2𝑠𝑠2 + 𝑠𝑠 − 2𝑠𝑠 − 1 + 𝑠𝑠)𝑌𝑌(𝑠𝑠) = 1 + 1 + 2𝑠𝑠 − 2 

⇒     (2𝑠𝑠2 − 1) 𝑌𝑌(𝑠𝑠) = 2𝑠𝑠 

⇒     𝑌𝑌(𝑠𝑠) =
2𝑠𝑠

2𝑠𝑠2 − 1
        ⇒        𝑌𝑌(𝑠𝑠) =  

𝑠𝑠

𝑠𝑠2 − 1
2

 

⇒     𝑦𝑦(𝑥𝑥) =  cosh (
𝑥𝑥
√2

) 

 

 

 

 

 


