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  456 تمرین صفحه 
مـانبراي هـر یـک از نقـاط زیـر، دو مجموعـه دیگـر از مختصـات قطبـی ه        . 1
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  .نمودار هر یک از توابع زیر را رسم کنید. 1
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  .نمودار توابع زیر را رسم کنید. 4
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  .نقاط تقاطع نمودارهاي داده شده را پیدا کنید. 1
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زاویــه بــین شــعاع حامــل و خــط ممــاس بــر منحنــی هــاي زیــر را در نقــاط . 2
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px
dx

p −
−=∫

∞+

1
1

1
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ــرای . ٣ ــداری ب ــه   nمق ــد ک ــدا کنی ــرالپی ــه ازای آن انتگ ب

)(∫
∞+

+
−

+1 22
3

1 nx
x

x
n همگرا باشد. 

 .بدست آمده انتگرال را حساب کنید nبه ازای مقدار 

4
3

2
7

8
8

1
2
3

4
32

2

1

24
31

2
3

12
3

1

4

4
3

2

2

1 21 2

)(

)(

)(lim

))()(lim(

)(lim)(

LnLn

n

t

A

nt

tLn

t

AntLntLn

t

dx
nx

x
x

ndx
nx

x
x

n

n

n

−=Ι

=×=⇒

∞+→

−

+

+
=

∞+→

−+−+=

∞+→
+

−
+

=
+

−
+ ∫∫

±∞+

∫ نوع انتگرال) ۴
∞+

+o 321 )( x
dx را تعیین کنید. 

2322  این انتگرال همگراست چون) حل 1
1

1
1

1 xxx
dx

+
≤

++∫
∞+

)(
,

o

 .گراست، طبق آزمون مقایسه انتگرال داده شده همگراستهم

∫ نوع انتگرال) ۵ 2

4

π

π dxxsec را تعیین کنید.

∞+=

→→

−+==

−−

∫∫

22

4
2

4

ππ

π

π

π

tt

AttgtLndxxdxx
t

seclimseclimsec

 .انتگرال واگراست
نوع انتگـرال هـای زیـر را بررسـی nبه ازای مقادیر مختلف . ۶

 :کنید

Ι=∫ )الف
1
o

dxxn 1  برای−>n 1  همگرا و برای−≤n واگراست.
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Ι=∫  )ب
1 2
o

dxxLnxn

 .نوع انتگرال های زیر را تعیین کنید. ٧

∫ )الف
∞+

+1 2 xx

dx واگراست چون  
xxxxx +

≤
+

=
222
11

2
ــی 1 و مـ

∫  دانیم
∞+

1 x
dx واگراست. 

∫  )ب
1
o xx

dx
cos

واگراست چون 

+→

=

ox
x

xx 11

1
coslimو  ∫

1
o x

dx

 .واگراست، طبق آزمون مقایسه حدی انتگرال داده شده واگراست

∫)ج
∞+

+1 2 Lnxx
dx 22  :، همگراست، زیرا داریم

11
xLnxx

≤
+

و 

∫  انتگرال
∞+

1 2x
dx  پس طبق آزمون مقایسـه انتگـرال دادههمگراست

 .شده همگراست

∫  )د
−

1
31o x

dx . 

>>1 برای xo  23  داریم xx پس  >
23 1

1
1

1
xx −

≤
−

∫  اما انتگرال
−

1
21o x

dx  همگراست، طبـق آزمـون مقایسـه

 .انتگرال داده شده همگراست

∫  )ه 2

3
2

π

o

x

xsinهمگراست، چون  

+→

=

ox
x

xx
x

11

sin

lim   امـــا انتگـــرال

∫ 2
π

o x
dx همگراست، پس انتگرال داده شده همگراست. 
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∫  )و 2
π

o
dx

x
xcos چون. واگراست  

+→

=

ox
x

x
x

11

cos

lim   امـــا انتگـــرال

∫ 2
π

o x
dx     قایسـه حـدی انتگـرالواگراسـت، پـس طبـق آزمـون م

 .واگراست

∫  فرض کنید. ٨
∞+ − =

o 2
2 πdxe x در این صورت ثابت کنید ،.

∫=π )الف
∞+ −

dx
x

e x

o
∫  )ب

∞+ − =
o 4

22 πdxex x

) حل

 )الف
π

π
=×==

=⇒=⇒=

∫∫
∞+ −∞+ −

222

2
2

2

oo
duedx

x
e

duudxuxxu

u
x

 .از روش جز به جز استفاده می کنیم) ب

∫

∫ ∫
∞+ −

∞+ ∞+ −−−

=×=+

∞+−
==

o

o o o

422
1

2
1

2
2

2222

ππdxe

exdxexxdxex

x

xxx .

∫  طوری مثال بزنید که fتابعی نظیر . ٩
∞+

∞−
dxxf واگـــرا ولـــی )(

∫−
=

t

t
dxxf o)(lim . 

  تابع) حل
3

1
x

xf  .را در نظر بگیرید )(=

dxxe  ثابت کنید انتگرال. ١٠ tx∫
∞+ −

1
ــر   ــه ازای ه ــی  tب حقیق

 .همگراست

  چون) حل
∞+→

=
−

−

x
e

ex
x

xt
o2limو انتگرال   ∫

∞+ −
1

2 dxe x پــس. همگراســت

 .انتگرال داده شده همگراست
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dttes .تابع گاما. ١١ st 1−∞+ −∫=Γ .)(
o

 .تابع گاما است 

 .ثابت کنید
 .همگراست o>s  به ازای هر sΓ)( تابع) الف
 .همگراست sاین تابع برای هر  ١٠تمرین با توجه به ) حل
)()(  نشان دهید) ب xxx Γ=+Γ 1 .

)(.)( xdtetxetdttex txtxxt Γ+=+
∞+

−==+Γ −∞+ −−∞+ − ∫∫ o
o oo

11

)(!  )ج nn =+Γ 1 .
 :طبق قسمت ب داریم) حل

!...)()()()()()()( nnnnnnnnnnnn =−−=−Γ−=+−Γ=Γ=+Γ 12111111

∫)د
∞+ − =

o 2
2 πdxe x نشان دهید ،  

π
π

=Γ=Γ )(,)( 2
1

23
2

22  )حل
1 2

1
π

===Γ ∫∫
∞+ −∞+ −−

dt
t

edtet
t

t
oo

.)(

 .بدست می آید ٨تساوی اخیر از تمرین 

π2
1

2
1

2
112

1
3
2

=Γ=+Γ=Γ )()()(

 .نوع انتگرال های زیر را معلوم کنید. ١٢

dx )الف
x

x
∫

∞+ +
1

2 cos  این انتگرال واگراست چون
x

x
x

cos+
≤

21

∫  طبق آزمون مقایسه چون انتگرال
∞+

1 x
dx  واگراســت، انتگــرال

 .بزرگتر واگراست

∫)ب
∞+

+

−
1 33

241
xx
xsin  333  انتگرال همگراست چون

1241
xxx

x
≤

+

− sin

∫ انتگرالو 
∞+

1 3x
dx  طبق آزمون مقایسـه انتگـرال داده. همگراست

 .شده همگراست



 دوازدهمفصل 
 اعداد مختلط



)١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٢

 فصل دوازدهم
 اعداد مختلط

 . ۵٣۵تمرین صفحه 
 .جوابهای حقیقی معادله زیر را بیابید .١
 )حل

iyixi +=−++ 133524 )()(

21132
1354

133254

==⇒




=−
=+

+=−++

xy
yx
yx

iiyxyx

,

)()(

 :حاصل عبارات زیر را بدست آورید. ٢

الف(  

i
i

i
ii

ii
iii

ii
iZ

724
4565

724
86355

3443
4323455

34
2

43
55

−
−

=
−

−++
=

+−
−+++

=
+

+
−
+

=

oo

oo

))(
)()()(

ب(  i
ii

i
i

i
iii

i
ii 222

14
1

4
1

131
1

211
+−=

+
=

−
=

−
+++−

=+
−

++ )(()()(

ج(  i
i

i
i

iii
i

ii
5
1

5
3

12
3

12
3

12
3 92152193

−
−

=
−
+−

=
−
−

=
−
− )()(o

 .جواب دستگاه زیر را بدست آورید. ٣





=−++
+=−+

iZiZi
iZiZi

222
21

21
21

)()(
)(

 .از روش کرامر استفاده می کنیم) حل
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23
25

23
4322

23
22
21

23
3

213
25

22
1

22
2

2

1

−
−−

=
−

−−−
=

−

+
++

=

−
=

+−+
−

=

−+
−+

−
−+

=

i
i

i
ii

i
ii

ii

Z

iii
ii

ii
ii

ii

Z

 . ۵٣٧تمرین صفحه 

o  فرض کنید
o

=++++
−

−
aZaZaZa

n

n

n

n
...

1
ــه در آن  1 کــ

niRa برای i ≤≤∈ o, ثابت کنید ،Z ــه ــه معادل ریش
 .فوق است

 )حل

...

...

...

n n
n n

n n
n n

n n
n n

a Z a Z a Z a

a Z a Z a Z a

a Z a Z a Z a

−
−

−
−

−
−

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

1
1 1

1
1 1

1
1 1

o

o

o

o

o

o

 .ریشه معادله است Zپس 
.  ۵٣٨تمرین صفحه 

RZZZ  فرض کنید. ١ ∈≠ 212 ,,o ثابـــت کنیـــد

2
1

2
1

Z
Z

Z
Z

=)(

 )حل
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2
11

21

1
21

1
21

2
1

Z
ZZZ

ZZZZ
Z
Z

==

==

−

−− )()(

 .عبارات زیر را ساده کنید. ٢

الف(

i
i

i
ii

ii
i

iii

52
15

2
151

21
218

1
21232

2

2

+−=
−
+

=
+−
+−

=

−
+−+

o)()(
)(

)()()(

ب(  i
ii

i
iii

iii
+=

+−−
++

=
−+−

++ 212
11

2 1515

1694

o

ج(  

i
i
i

i
i

i
i

i
i

i
i

i
i

−−=
+
−

+−=

+
−

−
−

−
=

+
−

−
−
+

31
13

1
1

2
222

231
121

13 32

)(

)()()()()(

 .درستی های زیر را ثابت کنید. ٣
Re(ZZZ( )الف 2=+

)Re())Im()(Re())Im()(Re(  )حل ZiZZiZZ 2=−++

iZZZ  )ب )Im(2=−

iZiZZiZZ )Im()Im(Re)Im)(Re( 2=−−+

=+≠o با فرض. ۴ yixZ 2  نمودار
11

=)Re(
Z

ــم   را رس

 .کنید
 )حل
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11

22
11

11

22

22
22

2222

=+−⇒

=+⇒=
+

=

+
−

+
=

+
=

yx

xyx
yx

x
Z

eR

i
yx

y

yx

x
yixZ

)(

)(  

.را رسم کنید  ZmI)(=1 نمودار  ۴در تمرین . ۵
+==1  )حل yiyxmI )(١

iyxi  فرض کنید. ۶
k

k +=∑
=

oo

o

1
ــورت    ــن صــ ، در ایــ

xy  .یدرا محاسبه کن  ,
 :طبق تصاعد هندسی داریم) حل

    ,   k

k

i ii x yi x y
i i=

− −
= = = = + ⇒ = =

− −∑
1 11 1 1 1 1

1 1

ooo

o

o

yix  اگر. ٧
yix
yix

−=
−
را yو   xمقادیر حقیقـی     +

 .بیابید
  )حل
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2
3

2
1

1
2

2
2

22

22

222

±=−=⇒≠

==⇒=







=−
=−⇒

−−=

−−+=−=+

yxy

xxy
yxy

xyx

yixyx

yixyixyixyix

,

,

)(

)()(

o

oo

باشـد؛ یک چند جمله ای با ضرایب حقیقی  fاگر  . ٨

)  .نشان دهید ) ( )f Z f Z=

( ) ...

( ) ...

...

... ( )

n n
n n

n n
n n

n n
n n

n n
n n

f Z a Z a Z a Z a

f Z a Z a Z a Z a

a Z a Z a Z a

a Z a Z a Z a f Z

−
−

−
−

−
−

−
−

= + + + +

= + + + +

= + + + +

= + + + + =

1
1 1

1
1 1

1
1 1

1
1 1

o

o

o

o

 . ۵۴٠تمرین صفحه 
ibaZibaZ  فرض کنید 111222 +=+= با در نظر گرفتن ,

21  نمایش هندسی اعداد ZZ ، ثابت کنید ,
ibbaaZZ )()( 212121 +++=+

12  اگر) حل ZZ اررا بـــــه صـــــورت بـــــرد   ,
),(,),( 1122 baba  ــاه ــریم، آنگـ ــر بگیـ در نظـ
),( 212121 bbaaZZ ++=+ .

 .نتیجه می شود 2Rجمع بردارها در از و این خاصیت 
 . ۵۴٣تمرین صفحه 

nZZZ  فرض کنید. ١ ,...,, در. اعداد مختلط باشـند  21
 .این صورت خواص زیر برقرارند
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nn )الف ZZZZZZ ...... 2121 =

 :با استفاده از استقراءِ داریم) حل

nnnn ZZZZZZZZZZZZZZ ......)...(... 2132132121 ===

nn  )ب ZZ =

ــل ــیم    ) ح ــرار ده ــل ق ــمت قب ــت در قس ــافی اس :ک
ZZZZ n ==== ...21

ZZ  )ج ≤)Re(

  )حل

ZZZyxxxyixZ ≤⇒=+≤≤⇒+= )Re(
22

ZZ  )د =

ــل ــر ) حــــــ ــیماگــــــ ــرار دهــــــ :قــــــ

( )     

Z x yi

x yi x y x yi x y Z Z

= +

+ = + = − = + − ⇒ =2 2 2 2

2121  )ه ZZZZ +≤+

12  اگر) حل ZZ را به عنـوان دو بـردار در ,
2R در نظر بگیریم داریم: 

2121

2
2121

2
2

2
1

2
21

21
2

2
2

1
2

21

2
2

ZZZZ

ZZZZZZZZ

ZZZZZZ

+≤+⇒

+=++≤+⇒

++=+

)(

cosθ

nn  )و ZZZZZ ++≤+++ ...... 121
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مطلب ثابـت )ه(با استقراءِ و استفاده از قسمت ) حل

 .می شود

nn

nn

ZZZZZZ

ZZZZZZ

+++≤+++≤

+++=+++

......

)...(...

2121

2121

2121  )ز ZZZZ 2121  یا +≤− ZZZZ −≥−

  )حل
( ) ( )Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z

= + + − ≤ + + ≤ + +

⇒ − ≤ +
1 1 2 2 1 2 2 1 2 2

1 2 1 2

:تبدیل کنیم داریم −2Zرا به 2Z  اگر

2121 ZZZZ −≤−

iZ  اگر. ٢ += iZ  و 21 232 iZ  و =− 2
3

2
1

3 اعداد =−+

 :مختلط باشند؛ هر یک از عبارات زیر را حساب کنید

21 )الف 43 ZZ −

Z   )حل Z i Z Z− = − + ⇒ − =1 2 1 23 4 6 11 3 4 157

  )ب
3

21

22
32
52

iZZ

iZZ

−+−

−−+
=Α

  )حل

1
25
25

34
43

3432
4352

3

3

3

3
21

12

==
+

−
=Α⇒

+=−+−

−=−−+

)(
i

i

iiZZ

iiZZ
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 .صلی و طول اعداد زیر را تعیین کنیدآرگومان ا. ٣

الف( 41211 π
−=−Α=−⇒− )(, irgii

ب( 4
31211 π

=+−=+−⇒+− )(, iArgii

ج( o==⇒ )(, 1111 Arg

د(  22222 π
==⇒ )(, iArgii

iyxZ  فرض کنید. ۴ 11  و =+ =+− iZ  مکــان ،Z  را
 .تعیین کنید

  )حل
( ) ( )

  ( ) ( )

  ( ) ( )

Z i x y i

Z i x y

x y

− + = − + +

⇒ − + = − + + =

⇒ − + + =

2 2

2 2

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

),(  مکان دایره ای به مرکز 11 −C 1  و شعاع=R

 .است
iyxZ  مکان هندسی نقاط. ۵ ــر  =+ ــالات زیـ را در حـ

 .تعیین کنید
11 )الف −=+ ZZ

  )حل

o=⇒

−=+⇒+−=++

+−=++

x
xxyxyx

iyxiyx
222222 1111

11

)()()()(

)()(
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+=−1  )ب ZiZ

  )حل

xyxy
yxxyyx

yxyx

yxiyx

−=⇒−=⇒
++−=+++⇒

+−=++⇒

+−=++

22
1212

11

11

2222

2222

22

)()(

)()(

نشان دهید که . ۶

)(
2

2
2

1
2

21
2

21 2 ZZZZZZ +=−++

)حل

)(

coscos

2
2

2
1

21
2

2
2

121
2

2
2

1

2

22

ZZ

ZZZZZZZZ

+=

−++++ θθ

123  فرض کنید. ٧ ZZZ سه عـدد مخـتلط نـا صـفر ,,
 :باشند به طوری که

321321 ZZZZZZ ===++ ,o

 .ثابت کنید

++=o )الف
321

111
ZZZ

++=o  )ب   2
3

2
2

2
1 ZZZ

2 رابطه) الف) حل
iii ZZZ داریم را در نظر بگیرید =

i

i
i Z

Z
Z

2
= 
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 
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1 1 1
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  :داریم، با مخرج مشترک  گیری طبق قسمت الف ) ب
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